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EINLEITUNG 
Wir betrachten eine reduktive, zusammenhangende lineare algebraische 
Gruppe G iiber dem endlichen Korper [F, mit zugehbrigem Frobenius F. In 
[DL] wird gezeigt, da13 die Deligne-Lusztig-Varietlten X(w) zu G fur 
grol3es q allin sind. Dies impliziert das Verschwinden bestimmter I-adischer 
Kohomologiegruppen auf X(w), die fur die Darstellungstheorie der 
endlichen Gruppe GF= G([F,) eine Rolle spielen. 
Wir kbnnen jetzt zeigen, dal3 die Deligne-Lusztig-Varietaten X(w) fur 
alle q zumindest quasiaffin sind. Damit 1aDt sich der Verschwindungssatz 
[DL, 9.91 verallgemeinern. Man kann also fur einen F-stabilen maximalen 
Torus T in G, einen Charakter 8 E FF = Hom( TF, @) in allgemeiner Lage 
den irreduziblen GF-Modul zu dem Deligne-Lusztig-Charakter + RG,(B) als 
l-adische Kohomologiegruppe beschreiben. 
Ahnliche Argumente ermoglichen such die Verallgemeinerung einer 
Aussage in [Lu, 3.101 iiber die Eigenwerte des Frobenius’ auf den 
Kohomologiegruppen HL( X( w), Q,). 
Dieser Aufsatz enthalt Teile meiner Diplomarbeit (im mathematischen 
Institut der Universitat Bonn), fur deren Betreuung ich mich herzlich bei 
J. C. Jantzen und P. Slodowy bedanken mochte. 
1. VORAUSSETZUNGEN 
Es seien 1, p zwei verschiedene Primzahlen und q = pm eine Potenz von p. 
Der algebraische Abschlug des endlichen Korpers ff, ist K := 8,. Es sei G 
eine zusammenhlngende, reduktive lineare algebraische Gruppe iiber K mit 
[F,-Struktur und zugehorigem Frobenius F: G -+ G. Dann ist GF= G([F,) die 
endliche Gruppe der F,-rationalen Punkte von G. 
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1.1. Es sei B eine F-stabile Boreluntergruppe von G. Ihr unipoten- 
tes Radikal U ist ebenfalls F-stabil. Es gibt einen F-stabilen maximalen 
Torus T von B. 
1.2. Das Wurzelsystem von G beztiglich T bezeichnen wir mit 
4 := d(G, T). Die Borelgruppe B legt eine Basis A von 4 und damit ein 
System positiver Wurzeln 4’ in 4 fest. 
1.3. Wir bezeichnen mit W := NG(T)/T die Weylgruppe von G 
(relativ T). Die Basis A von 4 bestimmt die Menge S der einfachen 
Spiegelungen in W. Fur w E W bezeichnet 6 E NJ T) einen Reprasentanten 
von w. 
1.4. Sei w E W. Dann ist 
wl? T-T; wF(t) = G-(t) ti-’ 
Frobenius zu einer F,-Struktur auf T. Die zugehorige Langabbildung 
L n,: T + T; L,(t)= t-%F(t) vi-’ 
ist ein surjektiver Homomorphismus algebraischer Gruppen. Die 
Fixpunktmenge T’“F ist eine endliche Gruppe. 
1.5. Fur jede F-stabile, abgeschlossene Untergruppe H von G hat 
G/H in nattirlicher Weise eine IF,-Struktur. Wir bezeichnen den 
zugehiirigen Frobenius such mit 
FI G/H + G/H; FWf) = F(g) H. 
Dies konnen wir insbesondere auf H = B und H = U anwenden. Die 
Varietat X := G/B ist projektiv. Die Varietat E := G/U ist nach [Hoch; XII, 
Note 2; S. 1861 quasiaftin. 
1.6. Fur w E W ist durch 
X(w) := {gBd/g-‘F(g)eBwB} 
eine lokal abgeschlossene, GF-stabile Untervarietlt von X deliniert. Nach 
[DL, 1.4, S. 1071 ist X(w) glatt reiner Dimension I(w). 
1.7. Fur w E W ist durch 
&ig := { gue El g-‘F(g) E UW} 
eine abgeschlossene Untervarietat von E deliniert, da U3U als Orbit einer 
unipotenten Gruppe in G nach [St, 2.5, S. 351 abgeschlossen ist. Auf T(G) 
operieren GF von links und TYF von rechts. Bei Einschrankung der 
kanonischen Projektion E + X erhalten wir nach [DL, 1.8, S. 1101 ein 
YF-Rechtsprinzipalbindel rc: g( $) + X(w). 
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1.8. Fur s E S ist 8(s) := G. (B, sB) als G-Orbit in Xx X eine lokal 
abgeschlossene Untervarietht. Ihr AbschluB Q(s) in Xx X ist eine pro- 
jektive Varietat, und es gilt B(s) = Co(s) u O(l), wobei cO( 1) die Diagonale in 
Xx X bezeichnet. Sind s 1 ,..., s, E S, so wird in [Lu, 3.1O.c S. 251 eine lokal 
abgeschlossene, GF-stabile Untervarietat X(s, ,..., s,) in X” + ’ durch 
X(s, ,‘.., s,) := { (Bo,..., B,)EX”+‘IB,=F(B~)~~~(B;,B~+~)EO(~~+,)} 
definiert. (vgl. [Dem; Sekt. 3, Ss. 67-761). Ihr AbschluD in x” + ’ ist 
R(S I Y..., S”) = { (Bo,..., B,)EX”+~~B,=~(‘(B~)~~~(B,,B,+,)EB(~,+,)}. 
Dies ist eine glatte, projektive Varietat reiner Dimension n. Hat iiberdies 
w := s1 . . . s, E W die Lange E(w) = n, so ist die erste Projektion 
p: X(s, )...) s,) --t X(w); p(B,,..., B,) = B, 
ein Isomorphismus. 
In diesem Fall ist X(s 1 ,..., s,) eine glatte Kompaktifizierung von X(w) 
(vgl. [DL, 9.10, 9.11, Ss. 150-1513). 
2. DIE QUASIAFFINIT~T VON X(w) 
2.1. Geradenbundel iiber X: 
Es sei X(T) := Horn a,gor( T, K”) die Charaktergruppe von T. Jedem 
Charakter il E X(T) ist das Geradenbundel 
als assoziiertes Biindel zugeordnet. Fur strikt antidominantes A ist Ej, -+ X 
ampel. 
2.2. Fur ,?. E X( T) ist 
E~w-qi~-~lxw~+X(w) 
nach [DL, 9.6, S. 1491 das triviale Geradenbiindel. 
SATZ 2.3. X(w) ist quasiuffin. 
Beweis. Die Langabbildung 
L w,: T + T; L,(t)= trwqt) 3-l 
aus 1.4 induziert einen injektiven Homomorphismus L,: X(T) -+ X(T). Da 
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X(T) frei von endlichem Rang ist, hat dann Bild (L,) endlichen Index 
in X(T). 
Sei p E X(T) strikt antidominant. Es gibt ein n E fW, ein J E X(T), so daI3 
np = L,(1) = Fw-l(l) - 2. Speziell ist Fw-‘(1) - 2 strikt antidominant und 
und 
EFw-~c,+I +X ampel. 
Durch Einschrankung wird 
EFw-‘(i.)--iIX(w)+X(W) trivial (2.2). 
Nach [EGA II, 5.1.2, S. 943 ist X(w) quasiatlln. Q.E.D. 
3. VERALLGEMEINERUNG DES VERSCHWINDUNGSSATZES 
VON DELIGNE-LUSZTIG 
Auf T(k) und damit auf den I-adischen Kohomologiegruppen 
H’( f( a), Q,) bzw. Hf(z(k), Q,) operieren GF und YF. Fiir jeden 
Charakter 0 E p’= Hom( T”“, @) ist die &isotypische Komponente 
H’(f(ti), QJo bzw. H;(f( ti), QJB ein GF-Modul. Deligne und Lusztig 
untersuchen in [DL] die alternierende Summe der Charaktere 
P(W) = 1 (-l)%:.@(6), Q,), 
als virtuelle GF-Moduln. Sie konstruieren [DL, S. 11 l] eine lokal kon- 
stante &Garbe P0 auf X(w), so dal3 sich 
und 
identitizieren lassen. Die zu & duale Garbe ist Yom,. 
3.1. Fur nicht singulares 8EPF ist der natiirliche 
Homomorphismus 
nach [DL, 9.8, S. 1501 ein Isomorphismus. 
Die Quasiahinitat von X(w) ermoglicht nun die Verallgemeinerung von 
[DL, 9.9, S. 1501: 
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SATZ 3.2. Sei IKE p” nicht singuliir. Dann ist Hi(F((3), &), = 0 fiir 
i # l(w). 
Beweis. Wir zeigen H:(X(w), &) = 0 fur i # I(w). Da X(w) quasiaffin ist, 
liegt X(w) offen und dicht in einer affinen Varietat Y, so da13 
n := dim Y = Z(w). Mit ri : X(w) + Y bezeichnen wir die Inklusion. Sei t2: 
Y + Y eine offene Einbettung von Y in eine projektive Varietlt y. Dann ist 
z := QT, : X(w) + P eine offene Immersion, also P eine Kompaktifizierung 
von X(w). 
1. Fall, Zunachst sei i > n. 
Wir erhalten ein kommutatives Diagramm der natiirlichen Einschran- 
kungshomomorphismen: 
H’( F, T&) = Hf.(X(w), &) 
I I 
P 
,H’( Y, T,!F@) + H’(X(w), 90). 
Dabei ist p ein Isomorphismus (3.1). Da Y ahin reiner Dimension n ist, gilt 
mit dem Verschwindungssatz [M, VI, 7.2, S. 2531 dann 
H’(Y, T,!&)=o, 
also such 
Hf.(X(w), &) 1 H’(X(w), 4) = 0. 
2. Fall. Jetzt sei i < n. 
Wir nutzen aus, da13 X(w) glatt reiner Dimension n und 4 lokal kon- 
stant mit dualer Garbe 5$-l ist. Nach der Poincare-Dualitlt sind 
Hi(X(w), FO) und H2”-i(X(~), yO--l) bis auf einen Twist dual zueinander. 
Mit 8 ist such 13-l nicht singular. Daher verschwindet nach dem 1. Fall 
such HL(X( w), 4) fur i < n. Q.E.D. 
Nach [DL, 5.18; S. 1321 ist jeder Charakter 8 E p” in allgemeiner Lage 
such nicht singular, und *R’(w) ist eine irreduzible Darstellung von GF 
[DL, 7.4, S. 1411, deren Dimension in [DL, 7.1, S. 1401 berechnet wird. Es 
folgt: 
KOROLLAR 3.3. Sei 8 E pF in allgemeiner Lage. Dann ist 
H$“‘)(%(k), e,)e ein irreduzibler GF-Modul der Dimension IGFl,,,/( TwFI. 
Dabei ist IGFI,, der p-prime Anteil der Gruppenordnung jGFI. 
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4. UBER DIE EIGENWERTE DES FROBENIUS AUF DEN Hi(X(w),Q,) 
Mit ahnlichen Argumenten wie im 3. Kapitel 1aDt sich [Lu, 3.1O.c S. 251 
nun such fur kleine q zeigen. 
Sei 6 E N minimal, so da13 p trivial auf W operiert. Dann ist X(w) stabil 
unter Fd. 
Die unipotenten Darstellungen von GF sind die irreduziblen Komponen- 
ten aller Hi(X(w), 0,). 
Sei p eine unipotente Darstellung von GF mit dualer Darstellung p’. 
Dann ist p’ ebenfalls unipotent. 
Es sei neN, minimal, so da13 p als GF-Untermodul in einer 
Kohomologiegruppe Hc(X(s ,,..., s,), Q,) einer der Varietaten X(x, ,..., s,) fiir 
einfache Spiegelungen s, ,..., s, E S vorkommt (vgl. 1.8). Wir setzen 
w := s1 ... s,. Lusztig zeigt in [Lu, 3.1O.c S. 251 allgemein: 
PROPOSITION 4.1. (1) Es gilt l(w) = n. Damit ist p ein Untermodul von 
HXJf(w), a,. 
(2) Der von der offenen Einbettung X(w)6 F(sl,..., s,) induzierte 
natiirliche Homomorphismus 
fC(Jf(w), e,,+ Hi@%, ,..., s,), &,, 
der p-isotypischen Komponenten ist ein Isomorphismus. 
4.2. Nun sei n’ E N, entsprechend zu p’ gewlhlt. Wir zeigen n = n’: 
Dazu kijnnen wir n < n’ annehmen. Nach 4.1 ist 
0 # H:(X(s ,,..., s,), c%,, + H’(~(s,,..., ~1, Q,,, 
ein Isomorphismus. Da X(s, ,..., s,) projektiv und glatt reiner Dimension n 
ist, folgt mit der Poincart-Dualitat H*” ~ i(X(s, ,..., s,), &,),, # 0. Wegen 
n < n’ zeigt derselbe Beweis wie zu 4.1(2), dalj 
H;” - ‘(A$, ,..., s,), o,),, + Hz”- i(x(s, ,..., s,), Q,),, 
ein Isomorphismus ist. Also kommt p’ in Hf”-‘(X(s, ,..., s,), 0,) vor, und 
damit ist n = n’. 
Unter diesen Voraussetzungen gilt: 
SATZ 4.3. Der natiirliche Homomorphismus 
ist ein Isomorphismus. 
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Beweis. Nach 4.1 und 4.2 ist fiir die duale Darstellung p’ der 
Homomorphismus 
HY-‘(X(w), &,),, + H2”-q&qs I,..., S”), Q,),, 
ein Isomorphismus. 
Mit der Poincare-Dualitat folgt, dab die natiirliche Abbildung 
H’GQ, ,... > a, a,, -+ H’W(w), a,, 
ein Isomorphismus ist. Zusammen mit 4.1 erhalten wir ein kommutatives 
Diagramm von Isomorphismen: 
Hf(X(w), Q,,,- fw(Sl,..., .yn), a,, 
1 I H’Md, a,,. Q.E.D. 
KOROLLAR 4.4. (1) k’iir i # n = l(w) ist 
Hpqw), Q,,, = 0. 
(2) Es gibt einen Eigenwert u uon Fd auf H;(X(w), o,), so dalj p ein 
Untermodul des verallgemeinerten Eigenraumes HT(X(w), Q,), ist. Dieses u 
hat Absolutbetrag IpcLJ = qs”‘12. 
(3) Ist p selbstdual, folgt u= kqs’“‘2. 
(4) Ist p cuspidal, folgt n E r mod 2. Dabei bezeichnet r den halbein- 
fachen IF,-Rang uon G. 
Beweis. (1) zeigt man mit der Quasiaflinitlt von X(w) und 4.3 genauso 
wie 3.2. Wie in [Lu, 3.1O.c S. 25-J folgen (2), (3), und (4). Q.E.D. 
Mit [Lu, 3.9., S. 231 folgt direkt: 
KOROLLAR 4.5. Sei w’ E W und u ein Eigenwert von p auf 
H:(X(w’), Q,). S et p ein irreduzibler Untermodul von Hi( X(w’), o,),. 
(1) Es gilt (~1 =q*‘mi2 fur ein me Z. 
(2) 1st p selbstdual, folgt u = +q6. “‘12. 
(3) Ist p cuspidal, folgt m = r mod 2. Dabei ist r der halbeinfache F,- 
Rang von G. 
Also gilt [Lu, 3.1O.c, S. 251 such fur kleine q, und damit folgen [Lu, 3.34.v, 
vi; S. 421 ebenfalls fur alle q: 
Wir bezeichnen mit Y die Menge aller Eigenwerte von Fd auf den 
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HS(Nwh a, (f iir w E W, in N,) bis auf Multiplikation mit ganzzahligen 
Potenzen von 4’. 
KOROLLAR 4.6. (1) Ist (G, F) vom Typ B,, C,, oder D,, so folgt 
Y={+l} 
(2) Zst (G, F) vom Typ *D,, so fo/gt Yc { + l}. 
Bemerkungen. (i) In [DM2] werden ebenfalls Aussagen iiber die 
Eigenwerte des Frobenius’ auf den Hf.(X(w), Q,) bewiesen. Dort wird 
gezeigt, daD Y c (4’. 1, [. q”‘2 I[ ist eine Einheitswurzel} (vgl. [DMI]). 
(ii) Wenn das Zentrum von G zusammenhtingt und G iiber iF, zer- 
fallt, werden in [ Lu 1, Chap. 11, Ss. 3 13-3231 die Eigenwerte des 
Frobenius’ auf den Hf(X(w), &) genauer beschrieben. 
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